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Zusammenfassung. In dieser Arbeit wird die Cell-Methode
auf die quasistatischen Maxwellgleichungen angewendet.
Dabei werden f¨ ur die notwendige Transformation vom
Prim¨ argitter auf das duale Gitter reziproke Basisvektoren
verwendet. Anhand der Felddiffusion der magnetischen In-
duktion in einen zylindrischen Leiter werden Ergebnisse
der Cell-Methode mit einer analytischen Vergleichsrechnung
pr¨ asentiert.
1 Einleitung
Neben der Finiten-Integrations-Technik (Clemens, 2001) ist
die Cell-Methode (Mattiussi, 2000) ein wichtiges Verfahren
zur Berechnung elektromagnetischer Felder, das auf der in-
tegralen Formulierung der Maxwell-Gleichungen beruht.
Dabei werden statt den Feldgr¨ oßen, die an einem Punkt
deﬁniert sind, die sogenannten globalen Variablen betrachtet.
Diese globalen Gr¨ oßen sind die Linien- oder Fl¨ achenintegra-
le der Feldgr¨ oßen auf dem Gitter.
Durch die globalen Gr¨ oßen zerfallen die Integrale der
Maxwellgleichungen in Summen aus diesen globalen Varia-
blen.
Mit den globalen Gr¨ oßen
– Fluss der magnetischen Induktion B durch eine Fl¨ ache
Bs =
R
s B·ds
– Linienintegral des elektrischen Feldes E entlang einer
Kante Ek =
R
k E·dk
– Fluss der Stromdichte J durch eine Fl¨ ache
J¯ s =
R
¯ s J·d¯ s
– Linienintegral des Magnetfeldes H entlang einer Kante
H¯ k =
R
¯ k H ·d¯ k
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Abbildung 1. Struktur der Maxwellgleichungen im quasistatischen
Fall.
lauten die dazugeh¨ origen Maxwellgleichungen:
X
¯ k
H¯ k = J¯ s (1)
X
k
Ek = −∂tBs (2)
Diese zwei Gleichungen lassen sich also mit Hilfe der glo-
balenGr¨ oßenexaktdarstellen.NehmenwirdieMaterialglei-
chungen
J = κE (3)
B = µH (4)
erhalten wir miteinander verkettete Linienintegrale. (Abb. 1)
Um diese verkettete Struktur nachzubilden, m¨ ussen wir
die auftretenden Gr¨ oßen auf zwei ineinander verschachtelte
Gitter verteilen. Das f¨ uhrt auf ein Prim¨ argitter mit den Kan-
ten k und den Seiten s und dem dualen Gitter mit den dualen
Kanten ¯ k und Seiten ¯ s.
Im zweidimensionalen Fall (Abb. 2) sieht man, dass je-
weils ein Knoten des prim¨ aren Gitters von dualen Kanten
umgeben ist und umgekehrt.
Es gibt verschiedene M¨ oglichkeiten ein duales Gitter zu
konstruieren. In dieser Arbeit wird das baryzentrische Gitter
verwendet:DiedualenKnotenderElementebeﬁndensichim
Schwerpunkt der prim¨ aren Elemente, die dualen Kanten ge-
hen vom dualen Knoten zu den Mittelpunkten der prim¨ aren
Kanten und spannen eine (unregelm¨ aßig geformte) duale
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Abbildung 2. Gitterausschnitt mit prim¨ aren Dreieckselementen
und einem dualen Element.
Abbildung 3. Unterteilung eines Dreiecks in drei Mikrozellen. Her-
vorgehoben ist die Mikrozelle µ1.
Fl¨ ache auf. Eine Diskussion anderer dualer Gitter ﬁndet sich
z.B. in Tonti (2002).
Durch die unregelm¨ aßige Form der dualen Elemente ist
es von Vorteil, wenn man die prim¨ aren Elemente in Mi-
krozellen unterteilt. Eine Mikrozelle ist dabei genau in ei-
nem prim¨ aren und einem dualen Element enthalten. Damit
l¨ asst sich beim Aufstellen der Systemgleichungen eine Sum-
me ¨ uber alle prim¨ aren Elemente bilden. Die Mikrozelle ist
der Anteil eines dualen Elementes, der ein prim¨ ares Element
enth¨ alt. Alle Mikrozellen haben bei zweidimensionalen Git-
tern die Form von Vierecken (Abb. 3) oder Hexaedern im
dreidimensionalen Fall (Abb. 4).
2 Aufstellen der Systemgleichungen
F¨ ur das numerische Beipiel im Abschnitt 3 ben¨ otigen wir
ein zweidimensonales Modell, da die analytische Vergleichs-
rechnung nur f¨ ur einen unendlich ausgedehnten Zylinder zur
Verf¨ ugung steht. Der Zylinder sei hier in z-Richtung unend-
lich ausgedehnt. Wir beschr¨ anken uns im Folgenden auf die
Herleitung der Systemgleichungen f¨ ur diesen Fall, in der Ar-
beit Brinner (2005) sind Beispiele f¨ ur dreidimensionale Mo-
delle berechnet.
Wir gehen von einem homogenen Material mit der Per-
meabilit¨ at µ und dem speziﬁschen ohmschen Leitwert κ aus
und betrachten ein beliebiges Element (Abb. 5). Es besitzt
drei prim¨ are Kanten k1, k2 und k3. Die Integrale der elektri-
schen Feldst¨ arken Ep1, Ep2 und Ep3 ordnen wir aber nicht
den Kanten, sondern den prim¨ aren Knoten p1, p2 und p3
zu, denn das elektrische Feld hat in diesem Fall nur eine
z-Komponente. Senkrecht auf den prim¨ aren Kanten stehen
Abbildung 4. Unterteilung eines Tetraeders in vier Mikrozellen.
Dargestellt ist die Mikrozelle µ1.
Abbildung 5. Dreieckselement mit prim¨ aren Kanten und Seiten.
die Vektoren s1, s2 und s3, mit denen wir die magnetischen
Fl¨ usse Bs1,Bs2 und Bs3 darstellen.
F¨ ur die dualen Gr¨ oßen betrachten wir die Mikrozelle µ1
eines beliebigen Elementes (Abb. 6). Dort werden den dua-
len Kanten ¯ k1 und ¯ k2 die Linienintegrale der magnetischen
Feldst¨ arke H¯ k1 und H¯ k2 zugeordnet. Dem Strom J¯ sµ ent-
spricht der Anteil der dualen Fl¨ ache von µ1 an der zum Kno-
ten p1 zugeordneten dualen Fl¨ ache.
Wir betrachten jetzt den Fluss Bs1. F¨ ur die Zeitableitung
gilt gem¨ aß Gl. (2):
− ∂tBs1 = −Ep1 + Ep2 (5)
Wir ber¨ ucksichtigen vorerst nur den Integrationsweg ent-
lang der dualen Kanten von µ1. Der Anteil Ep2, der am Rand
von µ2 entlangf¨ uhrt, muss dann beim Assemblieren der Ge-
samtmatrix noch addiert werden. Mit dem Materialgesetz (3)
und dem Knoten p1 zugeordneten dualen Fl¨ acheninhalt Ap1
erhalten wir
− ∂tBµ1,s1 = −
1
κAp1
Jp1. (6)
Mit Gl. (1) folgt daraus
− ∂tBµ1,s1 = −
1
κAp1
X
¯ k
H¯ k. (7)
Jetzt m¨ ussen die Feldst¨ arken H¯ k durch die Fl¨ usse Bµ1,si
ausgedr¨ uckt werden. Daf¨ ur benutzen wir Gl. (4) und rekon-
struieren den Vektor B aus den Projektionen Bµ1,si mit Hilfe
reziproker Gittervektoren si (Abb. 7). Es gibt auch andere
M¨ oglichkeiten zur Transformation auf das duale Gitter, z.B.
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Abbildung 6. Element mit dualen Kanten und Seiten.
kann man die Projektionen Bµ1,si mit Hilfe von Formfunk-
tionen interpolieren (Repetto, 2003) oder die Rekonstrukti-
on durch eine einfache Mittelwertbildung erreichen (Brinner,
2005).
Die reziproken Gittervektoren in Abb. 7 sind gegeben
durch (Ibach, 2000)
s1 =
s3 × ez
s1 · (s3 × ez)
(8)
s3 = −
s1 × ez
s1 · (s3 × ez)
(9)
Damit bekommen wir:
− ∂tBµ1,s1 = −
1
κAp1
X
¯ ki
(Bs1s1 + Bs3s3) · ¯ ki (10)
Das ist der Anteil der Mikrozelle µ1 an der Zeitableitung.
Ebenso verf¨ ahrt man mit allen an p1 angrenzenden Mikro-
zellen und summiert dann alle Anteile.
F¨ ur die Zeitableitung des Flusses Bs1 m¨ ussen dann die An-
teile beider Knoten P1 und P2 ber¨ ucksichtigt werden:
− ∂tBs1 = −
1
κAp1
X
µi
X
¯ ki
(Bs1s1 + Bs3s3) · ¯ ki
+
1
κAp2
X
µj
X
¯ kj
(Bs1s1 + Bs2s2) · ¯ kj (11)
F¨ ur alle Fl¨ usse Bi, die nicht durch die Randbedingun-
gen auf einen festen Wert gesetzt sind, kann man so eine
Gleichung aufstellen. Alle mit den Randknoten verbunde-
nen Kanten werden auf einen vorgegebenen Randwert ge-
setzt, diese Werte werden in die Gleichungen eingesetzt und
die dabei entstehenden Koefﬁzienten auf die rechte Seite ge-
bracht. Man erh¨ alt ein Gleichungssystem der Form:
∂tBi +
X
j
SijBj = fi (12)
F¨ ur die Zeitintegration stehen verschiedene Algorithmen
zur Verf¨ ugung (Mattiussi, 2001). Das folgende numerische
Beispiel wurde mit dem impliziten Trapezverfahren mit der
Schrittweite 1t = 0.023 erstellt.
Abbildung 7. F¨ ur die Materialgesetze: Rekonstruktion eines Vek-
torsausdenFl¨ achenintegralenderSeitenﬂ¨ achenundanschliessende
ProjektionaufdiedualenKantenmitHilfederreziprokenBasisvek-
toren s1 und s2.
Es folgt dann f¨ ur die Zeitentwicklung:
X
j
(δij +
1t
2
Sij)Bn+1
j =
X
j
(δij −
1t
2
Sij)Bn
i + fi (13)
In jedem Zeitschritt n muss also ein Gleichungssystem
gel¨ ost werden.
F¨ ur das Randwertproblem aus dem Abschnitt 3 werden als
Anfangsbedingung f¨ ur den Zeitschritt B0
i die Werte im Inne-
ren des Zylinders auf Null gesetzt.
3 Numerisches Beispiel
Gegeben ist ein in z-Richtung unendlich ausgedehnter Me-
tallzylinder mit Radius r =1. Das Modell wurde mit ca.
3000 linearen Dreieckselementen vernetzt. Als Randbedin-
gung wurde ein zeitlich konstantes azimutales Feld vom Be-
trag Bφ =1 angelegt. Das Innere des Zylinders ist zun¨ achst
feldfrei.
Das B-Feld beginnt in den Zylinder zu diffundieren
(Abb. 8–11). Dieser Vorgang l¨ aßt sich durch eine Reihenent-
wicklung analytisch beschreiben (Lehner, 1990). Diese Rei-
henentwicklung der L¨ osung wurde mit bis zu 300 Summan-
den ausgewertet und zum Vergleich der Cell-Rechnungen
verwendet.
Bei der Cell-Rechnung sind die Feldwerte in den Ele-
menten konstant. Die auftretenden Abweichungen zur Ver-
gleichsl¨ osung sind durch die Gitterweite bedingt.
F¨ ur die Rechnungen wurden dimensionslose Gr¨ oßen
f¨ ur die Zeit t und den Radius r verwendet. Durch die
Transformation
x =
¯ x
r
(14)
t =
¯ t
µκr2 (15)
l¨ aßt sich die L¨ osung auf beliebige Radien transformieren.
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Abbildung 8. Diffusion der magnetischen Induktion in einen un-
endlich langen zylindrischen Leiter zum Zeitpunkt t =0.025. Die
Randbedingung ist ein azimutales Feld vom Betrag 1. Eingezeich-
net ist die L¨ osung der Cell-Methode (Quadrate) und eine ana-
lytische Vergleichsrechnung (durchgezogene Linie). Die Zeit, der
Radius und die magnetische Induktion sind hier dimensionslose
Gr¨ oßen.
Abbildung 9. Betrag der magnetischen Induktion zum Zeitpunkt
t =0.05.
4 Zusammenfassung
In dieser Arbeit wurde die Cell-Methode auf ein Wirbel-
stromproblem, n¨ amlich der Felddiffusion in einen unendlich
ausgedehnten Zylinder, angewendet. Auf dem gegebenen
Prim¨ argitter aus linearen Dreieckselementen wurde ein bary-
zentrisches duales Gitter entworfen. Es werden globale Va-
riablen eingef¨ uhrt, mit denen ein Teil der physikalischen Ge-
setze exakt in diskreter Form wiedergegeben werden kann.
F¨ urdieMaterialgleichungenwirdmitHilfereziprokerGitter-
vektoren eine Transformation der prim¨ aren Gr¨ oßen auf das
duale Gitter hergeleitet. Die berechneten Felder stimmen gut
mit einer analytischen Vergleichsl¨ osung ¨ uberein.
Abbildung 10. Betrag der magnetischen Induktion zum Zeitpunkt
t =0.13.
Abbildung 11. Betrag der magnetischen Induktion zum Zeitpunkt
t =0.36.
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